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Consideriamo una funzione convessa che sia derivabile in
tutti punti interni all’intervallo I in cui essa e` definita e da
un punto x0 ∈ I tracciamo la retta tangente al grafico di f
x0
f !x0"
x
y
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Teorema
Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• f e` strettamente convessa;
• f(x2) > f(x1) + (x2 − x1) f ′(x1) per ogni x1, x2 ∈ I .
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• f e` strettamente convessa;
• f(x2) > f(x1) + (x2 − x1) f ′(x1) per ogni x1, x2 ∈ I .
Corollario
Sia f strettamente convessa e derivabile. Se x ∈ I un punto
critico, allora:
f(x) = min
y∈I
f(y).
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Criterio della derivata seconda
Sia f : [a, b]→ R una funzione con derivate prima e seconda
continue e sia x0 ∈ ]a, b] . Allora se:
• f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0 si ha che x0 e` un punto di minimo
locale,
• f ′(x0) = 0, f ′′(x0) < 0 si ha che x0 e` un punto di massimo
locale.
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Analisi asintotica
Simboli di Bachmann-Landau
Definizione
Le funzioni f e g sono equivalenti per x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= 1
In tal caso scriveremo f ∼ g per x→ x0
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Ad esempio
• x2 + x ∼ x per x→ 0
• x2 + x ∼ x2 per x→ +∞
• sinx ∼ x per x→ 0
• lnx ∼ x− 1 per x→ 1
• ln(1 + x) ∼ x per x→ 0
• √1 + x− 1 ∼ x
2
per x→ 0
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Definizione
Le funzioni f e g hanno lo stesso ordine di grandezza per
x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= ` ∈ R \ {0}
In tal caso scriveremo f  g per x→ x0.
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Definizione
Le funzioni f e g hanno lo stesso ordine di grandezza per
x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= ` ∈ R \ {0}
In tal caso scriveremo f  g per x→ x0.
Si usa anche la notazione f = O(g)
Ad esempio
• 1− cosx  x2 per x→ 0
• sin 3x  x per x→ 0
• √1 + 2x2  x per x→ +∞
• lnx  3(x− 1) per x→ 1
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Definizione
Diremo che f e` o-piccolo di g per x→ x0 e scriveremo f = o(g)
per x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= 0
Si dice anche che f e` trascurabile rispetto a g per x→ x0
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Definizione
Diremo che f e` o-piccolo di g per x→ x0 e scriveremo f = o(g)
per x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= 0
Si dice anche che f e` trascurabile rispetto a g per x→ x0
Osservazione
f = o(1) e` equivalente a lim
x→x0
f(x) = 0 mentre 1 = o(f) e`
equivalente a lim
x→x0
f(x) =∞
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Esempi
• x2 = o(x) per x→ 0
• x = o(x2) per x→∞
• 1− cosx = o(x) per x→ 0
• x− sinx = o(x2) per x→ 0
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Osservazione
a) f = o(g), g = o(h) =⇒ f = o(h)
b) f1 = o(g1), f2 = o(g2) =⇒ f1f2 = o(g1g2)
c) f1  g1, f2 = o(g2) =⇒ f1f2 = o(g1g2)
d) f ∼ g ⇐⇒ f − g = o(g)
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Teorema
Se per x→ x0 e` f1 = o(f) e g1 = o(g) allora
lim
x→x0
f(x) + f1(x)
g(x) + g1(x)
= lim
x→x0
f(x)
g(x)
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Teorema
Se per x→ x0 e` f1 = o(f) e g1 = o(g) allora
lim
x→x0
f(x) + f1(x)
g(x) + g1(x)
= lim
x→x0
f(x)
g(x)
Esempio
lim
x→0
x− x2
3x+ x3
= lim
x→0
x
3x
=
1
3
, lim
x→+∞
1 + x+ x2
1− x− x3 = limx→+∞
x2
−x3 = 0
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Teorema
Se per x→ x0 e` f ∼ f1 e g ∼ g1 allora
lim
x→x0
f(x)g(x) = lim
x→x0
f1(x)g1(x)
Inoltre se g e g1 sono diverse da zero in un intorno di x0 si ha
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= lim
x→x0
f1(x)
g1(x)
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Teorema
Se per x→ x0 e` f ∼ f1 e g ∼ g1 allora
lim
x→x0
f(x)g(x) = lim
x→x0
f1(x)g1(x)
Inoltre se g e g1 sono diverse da zero in un intorno di x0 si ha
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= lim
x→x0
f1(x)
g1(x)
Esempio
lim
x→0
ln(1 + x2)
ex − 1− x = limx→0
x2
x2
2
= 2
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Confronto fra infinitesimi ed infiniti
Sia x0 ∈ R oppure x0 = +∞ o x0 = −∞ e siano f e g due
funzioni infinitesime per x→ x0.
• Diremo che f e` un infinitesimo di ordine maggiore di g per
x→ x0 se f = o(g) per x→ x0 e in tal caso scriveremo
f  g per x→ x0.
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Confronto fra infinitesimi ed infiniti
Sia x0 ∈ R oppure x0 = +∞ o x0 = −∞ e siano f e g due
funzioni infinitesime per x→ x0.
• Diremo che f e` un infinitesimo di ordine maggiore di g per
x→ x0 se f = o(g) per x→ x0 e in tal caso scriveremo
f  g per x→ x0.
• Diremo che f e g hanno lo stesso ordine di infinitesimo
per x→ x0 se f  g per x→ x0.
L’infinitesimo f ha ordine α > 0 se f  |x− x0|α.
